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Section I 
 
10 marks 
Attempt Questions 1–10 

 

Use the multiple choice answer sheet provided on page 17 for Questions 1–10. 

 

1 Let ݖ ൌ 7 ൅ 10݅. What is the value of ଓሶݖഥ ? 

    

 A. െ10 ൅ 7݅ 

 B. െ10 െ 7݅ 

 C. 10 ൅ 7݅ 

 D. 10 െ 7݅ 

   

  

  

2 Consider the Argand diagram below. 

 

 

 Which inequality could define the shaded area? 

  

 A. 1 ൑ ݖ| ൅ 1| ൑ 3   

 B. 2 ൑ ݖ| ൅ 1| ൑ 4   

 C. 1 ൑ ݖ| െ 1| ൑ 3   

 D. 2 ൑ ݖ| െ 1| ൑ 4   
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3 What are the equations of the asymptotes of the hyperbola 9ݕଶ െ ଶݔ25 ൌ 225? 

   

 A. ݕ ൌ േ
25
9
   ݔ

     

 B. ݕ ൌ േ
9
25

   ݔ

     

 C. ݕ ൌ േ
5
3
 ݔ   

     

 D. ݕ ൌ േ
3
5
   ݔ

     

     

     

4 The sum of the eccentricities of two different conics is  
3
2
	. 

 Which pair of the conics could this be?  

  

 A. Circle and ellipse 

 B. Circle and parabola 

 C. Parabola and hyperbola 

 D. Hyperbola and circle 

   

   

   

5 Which of the following parametric equations represent 3ሺݔ െ 5ሻଶ ൅ ଶݕ4 ൌ 12  

  

 A. ݔ ൌ 2 cos ߠ ൅ 5, ݕ ൌ √3 sin  ߠ

 B. ݔ ൌ 2 cos ߠ െ 5, ݕ ൌ √3 sin  ߠ

 C. ݔ ൌ √3 cos ߠ ൅ 5, ݕ ൌ 2 sin  ߠ

 D. ݔ ൌ 3 cos ߠ ൅ 5, ݕ ൌ 4 sin  ߠ
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6 Given that ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔand ݃ሺ |ݔ| ൌ   .ݔ

 

 

 Which of the following statement is true for the graph shown above? 

  

 A. ݕ ൌ
݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
 

   

 B. ݕ ൌ െ
݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
 

   

 C. ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൈ ݃ሺݔሻ 

 D. ݕ ൌ െ݂ሺݔሻ ൈ ݃ሺݔሻ 

   

   

   

7 The Argand diagram below shows the complex number ݖ. 

 

 

 Which Argand diagram best represents 
ݖ2
݅
	? 

  

 

A. 

 

B. 

 
     

 

C. 

 

D. 
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8 
 
 

There are 9 identical boxes on a table. One person comes to the table and takes three 
boxes. 2 more people do the same as the first person.  
How many ways can this happen? 

    

 A. 362880 

 B. 60480 

 C. 3360 

 D. 1680 

   

   

   

9 
 

The following diagram shows the graph ݕ ൌ ܲ′ሺݔሻ, the derivative of a polynomial 
ܲሺݔሻ. ܲ′ሺݔሻ has roots at ݔ ൌ ܽ and ݔ ൌ ܾ where ܽ ൏ 0 and ܾ ൐ 0.  

  

 

 
  

 If ܿ is a root of ܲሺݔሻ, where ܿ ൐ ܾ. Which of the following could be ܲሺݔሻ? 

  

 A. ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻଷሺݔ െ ܿሻ 

 B. ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻଷሺݔ ൅ ܿሻ 

 C. ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ ൅ ܽሻଷሺݔ െ ܿሻ 

 D. ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ ൅ ܽሻଷሺݔ ൅ ܿሻ 

   

   

   

   



BBHS 2019 HSC Mathematics Extension 2 Trial Examination 
 

-7- 
 

10 Given that ܽ is a constant, which of the following is equivalent to න ሺܽݔ െ ݔሻଽଽ݀ݔ
௔

଴
	? 

   

 A. 
ܽ
100

 

   

 B. 
ܽ
101

 

   

 C. 
ܽଵ଴଴

10000
 

   

 D. 
ܽଵ଴ଵ

10100
 

   

   

   

   

   

End of Section I 
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Section II 

90 Marks 
Attempt Questions 11–16  

Answer each question on a SEPARATE writing booklet. Extra writing booklets are available. 
 
In Questions 11–16, your responses should include relevant mathematical reasoning and/or 
calculations. 

 

Question 11             (15 marks)      Use a SEPARATE writing booklet.  

   

a) Simplify ݅ଶ଴ଵଽ. 1 

   

    

b) Sketch 
ଶݔ

9
൅
ଶݕ

25
ൌ 1, indicating the coordinates of its foci and equations 2 

 of the directrices.  

    

    

c) i) Express √2 െ √6݅ in modulus-argument form. 2 

 ii) Hence evaluate ൫√2 െ √6݅൯
଼
 in the form ݔ ൅  2 .ݕ݅

    

    

d) Evaluate න ඥ16 െ ݔଶ݀ݔ
ସ

ଶ
 3 

    

    

e) i) Find the domain and range of ݂ሺݔሻ ൌ ݔ sinିଵ  2 .ݔ

 ii) Determine whether ݂ሺݔሻ is even, odd, or neither. 1 

 iii) Sketch ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, showing clearly the end values. 2 

   

   

 End of Questions 11  
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Question 12             (15 marks)      Use a SEPARATE writing booklet.  

   

a) Given that  ܲሺݔሻ ൌ ହݔ ൅ ସݔ6 ൅ ଷݔ16 ൅ ଶݔ32 ൅ ݔ48 ൅ 32. 
 
 

 i) Show that ݔ ൌ െ2 is a root of ܲሺݔሻ of multiplicity three. 2 

 ii) Hence, or otherwise, factorise ܲሺݔሻ completely into linear factors. 2 

    

    

b) Use the substitution ݐ ൌ tan
ݔ
2
	, or otherwise, show that 3 

 න
ݔ݀

2 ൅ sin ݔ

గ
ଶ

଴
ൌ
ߨ3√
9

  

    

    

c) 
 

The function ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔ െ 3ሻଶ݁௫ିଵ has stationary points at ݔ ൌ 1 and ݔ ൌ 3 
as shown in the diagram below. 

 

 

 

 

 
Draw separate half-page sketches of the following graphs. In each case, 
label any asymptotes and the coordinates of any turning points. 

 

 i) ݕ ൌ ݂ሺ|ݔ|ሻ 2 

 ii) ݕ ൌ
1

݂ሺݔሻ
 2 

 iii) ݕ ൌ 	 ሾ݂ሺݔሻሿଶ 2 

 iv) ݕଶ ൌ ݂ሺݔሻ 2 

   

 End of Questions 12  
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Question 13             (15 marks)      Use a SEPARATE writing booklet.  

   

a) The equation ݔଷ െ ݔ5 ൅ 25 ൌ 0 has roots ߙ,   :Find .ߛ and ߚ

 i) the polynomial with roots െߙ,െߚ,െ1 .ߛ 

 ii) the polynomial with roots ߙଶ, ,ଶߚ  ଶ. 2ߛ

 iii) the value of ߙଷ ൅ ଷߚ ൅  ଷ. 2ߛ

    

    

b) In the Argand diagram below, intervals ܤܣ,  ܱܲ and ܱܳ are equal in length,  2 

 ܱܲ is parallel to ܤܣ and ∠ܱܲܳ ൌ
ߨ
2
	. If ܣ and ܤ represent the complex   

 
number 1 ൅ 3݅ and 7 ൅ 5݅ respectively, find the complex number which is 
represented by ܳ. 

 

 

 

 
 

 

   

   

   

   

   

 Question 13 continues on page 11  
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Question 13 (continued)  

  

c) 
 

In the diagram ܲሺܿ݌, ,ݍଵሻ and ܳሺܿି݌ܿ ଵሻ where 0ିݍܿ ൏ ݌ ൏  are points ,ݍ
on the hyperbola ݕݔ ൌ ܿଶ. 

 

 
 cuts the ܯܱ .ܣ axis at-ݔ is the midpoint of ܲܳ and the line ܲܳ cuts the ܯ
hyperbola at ܶ. 

 

 

 

 

 i) Show that gradient of ܱܯ is െ1 ൈ gradient of 2 .ܣܯ 

 ii) Hence, or otherwise, show that ܱܯ ൌ  1 .ܣܯ

 
iii) 
 

Show that the tangent to the hyperbola at ܶ is parallel to the chord 
ܲܳ. 

2 
 

 
iv) 
 

Find the coordinates of ܴ and ܵ where the tangent to the hyperbola 
at ܶ cuts the ݔ and ݕ axes respectively. 

2 
 

 v) Prove that the area of the triangle ܱܴܵ is a constant. 1 

    

    

    

    

    

    

    

    

 
 

End of Questions 13  
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Question 14             (15 marks)      Use a SEPARATE writing booklet.  

   
a) 
 

The region bounded by the curve √ݔ ൅ ඥݕ ൌ 2 and the ݔ-axis between 
ݔ ൌ 0 and ݔ ൌ 4 is rotated about the line ݔ ൌ 4. 

 

 

 

 
 

 

 
i) 
 

Use the method of cylindrical shells to show that the volume ܸ of the 
solid formed is given by: 

2 
 

  ܸ ൌ නߨ2 ൫16 െ ݔ√16 ൅ ݔ√ݔ4 െ ݔଶ൯݀ݔ
ସ

଴
   

 ii) Hence find the exact volume ܸ. 1 

    

    

b) 
 
 

A solid has ellipse 16ݔଶ ൅ ଶݕ49 ൌ 784 as its base. If each section 
perpendicular to the major axis is an equilateral triangle, find the volume of 
this solid. 

3 
 
 

   

   

c) 
 

A eleven-member Wellbeing Committee consists of five students, four 
teachers, and two parents. The committee meets around a circular table. 

 

 
i) 
 
 

How many different arrangements of the eleven members around 
the table are possible if the students sit together as a group and so do 
the teachers, but no teacher sits next to a student? 

2 
 
 

 
ii) 
 
 

One student and one parent are related. Given that all arrangements 
in part i) are equally likely, what is the probability that these two 
members sit next to each other? 

2 
 
 

   

   

 Question 14 continues on page 13  
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Question 14 (continued)  

   

d) i) By considering  ൬√ݔ െ
1

ݔ√
൰
ଶ

, where ݔ ൐ 0, prove that the sum of  2 

  
a positive real number and its reciprocal is never less than 2, and is 
only equal to 2 when ݔ ൌ 1. 

 

 ii) Hence, or otherwise, find the smallest value of  ሺܽ ൅ ܾሻ ൬
1
ܽ
൅
1
ܾ
൰ 3 

  
where ܽ and ܾ are positive real numbers. For what values of ܽ and ܾ 
does this minimum value occur? 

 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

 End of Questions 14  
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Question 15             (15 marks)      Use a SEPARATE writing booklet.  

   
a) 
 

A particle of mass 3 kg moves under the action of a force ܨ so that the 
velocity is given by ݒ ൌ 10√4 െ  .ଵିݏ݉ ଶݔ

 

 i) Find the force ܨ in terms of the displacement 2 .ݔ 

 
ii) 
 

If the particle is initially 2 metres to the right of the origin. Find the 
displacement of the particle at any time 3 .ݐ 

    

    

b) 
 
 

A particle of mass ݉ falls from rest under gravitational acceleration ݃	݉ିݏଶ 
and air resistance proportional to the speed ݒ	ିݏ݉ଵ. If the constant of 
proportionality is ݇.  

 
 
 

 i) Explain why the acceleration is ݃ െ  for this particle. 1 ݒ݇

 ii) Find the velocity of the particle at time 2 .ݐ 

 iii) Find the terminal velocity. 1 

 iv) Express the distance the particle has fallen at time ݐ in terms of 2 .ݐ 

     

     

c) Given that  ܫଶ௡ାଵ ൌ න ଶ௡ାଵ݁௫ݔ
మ
ݔ݀

ଵ

଴
	, where ݊ is a positive integer.  

 i) Show that ܫଶ௡ାଵ ൌ
1
2
݁ െ  . 3	ଶ௡ିଵܫ݊

 ii) Hence, or otherwise, evaluate න ଷ݁௫ݔ
మ
ݔ݀

ଵ

଴
	. 1 

    

    

    

    

    

 End of Questions 15  
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Question 16             (15 marks)      Use a SEPARATE writing booklet.  

   
a) 
 

A sequence ݑଵ, ,ଶݑ ,ଷݑ ,ସݑ … satisfies the relationship ݑ௡ ൌ ௡ିଵݑ ൅  ௡ିଶ forݑ
݊ ൒ 3. 

 

 i) Show that ݑଵݑଶ ൅ ଷݑଶݑ ൌ ଷଶݑ െ  . 1	ଵଶݑ

 
ii) 
 

For ݊ ൒ 1, use mathematical induction to show that 
ଶݑଵݑ ൅ ଷݑଶݑ ൅ ସݑଷݑ ൅ ⋯൅ ଶ௡ݑଶ௡ିଵݑ ൅ ଶ௡ାଵݑଶ௡ݑ ൌ ଶ௡ାଵଶݑ െ  ଵଶݑ

4 
 

    

    

b) 
 
 
 

The triangle ܥܤܣ is inscribed in a circle. From an external point ܦ, tangents 
are drawn to the circle, touching it at ܣ and ܥ. The chord ܦܧ is drawn 
parallel to ܥܤ, meeting ܤܣ at ܨ and ܥܣ at ܩ. The line ܨܥ is produced to 
meet the circle at ܪ. 

 

 

 

 

 i) Prove that ܦܥܨܣ is a cyclic quadrilateral. 2 

 ii) Prove that ܨܪ ൌ  3 .ܨܣ

   

   

c) i) If 8ݔ ൅ ݕ4 ൌ  show that 2 ,ߨ

  tan ݕ ൌ
1 െ 2 tan ݔ െ tanଶ ݔ
1 ൅ 2 tan ݔ െ tanଶ ݔ

  

    

 ii) Hence deduce that  tan
ߨ
8

 is a root of the equation 3 

ଶݐ   ൅ ݐ2 െ 1 ൌ 0, and find the exact value of  tan
ߨ
8
	.  

    

 End of Paper  



2019 Mathematics Extension 2 AT4 Trial Solutions 
Section 1 
 

1  B 
ݖ ൌ 7 ൅ 10݅ 
ݖ݅ ൌ െ10 ൅ 7݅ 
ଓሶݖഥ ൌ െ10 െ 7݅ 
 

1 Mark 

2  C 
Circle centre at ሺ1, 0ሻ, inner circle radius 1 and outer circle radius 3 
1 ൑ ݖ| െ 1| ൑ 3 
 

1 Mark 

3  C 
ଶݕ9 െ ଶݔ25 ൌ 225	
ଶݕ

25
െ
ଶݔ

9
ൌ 1 

 
Asymptotes: 

ݕ ൌ േ
5
3
 ݔ

 

1 Mark 

4  D 
Circle has ݁ ൌ 0  
Ellipse has ݁ ൏ 1 
Parabola has ݁ ൌ 1 
Hyperbola has ݁ ൐ 1 
 

݁ ൌ
3
2
 

 
Circle and ellipse ݁ ൏ 1 
Circle and parabola ݁ ൌ 1 
Parabola and hyperbola ݁ ൐ 2 
Hyperbola and circle ݁ ൐ 1	
 
∴ Hyperbola and circle could be the pair 
 

1 Mark 

5  A 

ݔ ൌ 2 cos ߠ ൅ 5, ݕ ൌ √3 sin  ߠ
Sub into 3ሺݔ െ 5ሻଶ ൅ ଶݕ4 ൌ 12 
 

ܵܪܮ ൌ 3ሺ2 cos ߠ ൅ 5 െ 5ሻଶ ൅ 4൫√3 sin ൯ߠ
ଶ
	

ܵܪܮ ൌ 12 cosଶ ߠ ൅ 12 sinଶ 	ߠ
ܵܪܮ ൌ 12	
ܵܪܮ ൌ  ܵܪܴ
 

1 Mark 

6  B 

ݕ ൌ െ
|ݔ|

ݔ
 

ݕ ൌ െ
݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
 

 

1 Mark 

7  C 
 and then dividing by ݅ indicates rotating ݖ is doubling the length of ݖ2
it clockwise by 

గ

ଶ
, so the resulting vector should be in the 4th quadrant. 

 
 

1 Mark 



8  D 

First person can select 3 out of 9 boxes ൌ ଷܥ
ଽ  ways 

Second person can select 3 out of 6 remaining boxes ൌ ଷܥ
଺  ways 

Last person can select the remaining 3 presents in 1 way ൌ ଷܥ
ଷ  way 

Number of ways ൌ ଷܥ
ଽ ൈ ଷܥ

଺ ൈ 1 ൌ 1680 
 

1 Mark 

9  A 
ܲ′ሺݔሻ has a double root at ݔ ൌ ܽ, so ܲሺݔሻ could have a triple root at 
ݔ ൌ ܽ and a turning point at ݔ ൌ ܾ, and given that ݔ ൌ ܿ is a root of 
ܲሺݔሻ to the right of ܾ. 
∴ ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻଷሺݔ െ ܿሻ is the possible solution 
 

1 Mark 

10  D 

න ሺܽݔ െ ݔሻଽଽ݀ݔ
௔

଴
	

ൌ න ሺܽ െ ݔଽଽ݀ݔሻݔ
௔

଴
 

ൌ න ሺܽݔଽଽ െ ݔଵ଴଴ሻ݀ݔ
௔

଴
 

ൌ ቈ
ଵ଴଴ݔܽ

100
െ
ଵ଴ଵݔ

101
቉
଴

௔

	

ൌ ቆ
ܽ ൈ ܽଵ଴଴

100
െ
ܽଵ଴ଵ

101
ቇ െ 0 

ൌ ቆ
ܽଵ଴ଵ

100
െ
ܽଵ଴ଵ

101
ቇ 

ൌ ቆ
101ܽଵ଴ଵ

10100
െ
100ܽଵ଴ଵ

10100
ቇ 

ൌ
ܽଵ଴ଵ

10100
 

 

1 Mark 

   



Section 2 
 

Q11 a)  ݅ଶ଴ଵଽ	
ൌ ݅ଶ଴ଵ଺ ൈ ݅ଷ	
ൌ ሺ݅ସሻହ଴ସ ൈ ݅ଶ ൈ ݅	
ൌ 1 ൈ ሺെ1ሻ ൈ ݅	
ൌ െ݅ 
 

1 Mark 
Correct solution 

Q11 b)  ଶݔ

9
൅
ଶݕ

25
ൌ 1 

 
ܽ ൌ 3, ܾ ൌ 5	
ܽଶ ൌ ܾଶሺ1 െ ݁ଶሻ	
9 ൌ 25ሺ1 െ ݁ଶሻ	
9
25

ൌ 1 െ ݁ଶ	

݁ଶ ൌ 1 െ
9
25
	

݁ଶ ൌ
16
25
	

݁ ൌ
4
5
 

 
Foci: ሺ0, േ4ሻ 

Directrices: ݕ ൌ േ
ଶହ

ସ
 

 
 
 

2 Marks 
Correct graph with all 
key features shown 
clearly 
 
1 Mark 
Obtains the correct 
value of eccentricity 

Q11 c) i) 
ห√2 െ √6݅ห ൌ ට൫√2൯

ଶ
൅ ൫√6൯

ଶ
	

ห√2 െ √6݅ห ൌ 2√2 
 

arg൫√2 െ √6݅൯ ൌ tanିଵ ቆ
െ√6

√2
ቇ 

arg൫√2 െ √6݅൯ ൌ െ
ߨ	
3
 

 

√2 െ √6݅ ൌ 2√2 ቀcos ቀെ
ߨ	
3
ቁ ൅ ݅ sin ቀെ

ߨ	
3
ቁቁ	

√2 െ √6݅ ൌ 2√2 ቀcos
ߨ	
3
െ ݅ sin

ߨ	
3
ቁ 

 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Correct modulus or 
argument 
 

Q11 c) ii) 
൫√2 െ √6݅൯

଼
ൌ ቂ2√2 ቀcos

ߨ	
3
െ ݅ sin

ߨ	
3
ቁቃ
଼
 

 
Using De Moivre’s theorem 
 

൫√2 െ √6݅൯
଼
ൌ ൫2√2൯

଼
൬cos

ߨ8	
3
െ ݅ sin

ߨ8	
3
൰	

൫√2 െ √6݅൯
଼
ൌ ൫2√2൯

଼
ቆെ

1
2
െ ݅ ൈ

√3
2
ቇ 

൫√2 െ √6݅൯
଼
ൌ 2ଵଶ ቆെ

1
2
െ
√3
2
݅ቇ	

൫√2 െ √6݅൯
଼
ൌ െ2ଵଵ൫1 ൅ √3݅൯	ݎ݋	 െ 2048൫1 ൅ √3݅൯	 

 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Applies De Moivre’s 
theorem correctly 



Q11 d) 
ܫ ൌ න ඥ16 െ ݔଶ݀ݔ

ସ

ଶ
	

 
Let	ݔ ൌ 4 cos  ߠ
ݔ݀ ൌ െ4 sin ߠ  ߠ݀
 
ݔ ൌ 4, ߠ ൌ 0 

ݔ ൌ 2, ߠ ൌ
ߨ
3
 

 

ܫ ൌ න ඥ16 െ 16 cosଶ ߠ
଴

గ
ଷ

ൈ െ4 sin ߠ  ߠ݀

ܫ ൌ 16න ඥ1 െ cosଶ ߠ

గ
ଷ

଴
ൈ sin ߠ  ߠ݀

ܫ ൌ 16න sinଶ ߠ

గ
ଷ

଴
 ߠ݀

ܫ ൌ
16
2
න ሺ1 െ cos ሻߠ2

గ
ଷ

଴
 ߠ݀

ܫ ൌ 8 ൤ߠ െ
1
2
sin ൨ߠ2

଴

గ
ଷ
 

ܫ ൌ 8 ൤
ߨ
3
െ
1
2
sin ቀ2 ൈ

ߨ
3
ቁ െ 0൨	

ܫ ൌ 8 ቈ
ߨ
3
െ
√3
4
቉ 

ܫ ൌ
ߨ8
3
െ 2√3 

 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Finds a correct primitive 
 
1 Mark 
Uses correct 
trigonometric 
substitution 

Q11 e) i)  ݂ሺݔሻ ൌ ݔ sinିଵ  ݔ
 
Domain: െ1 ൑ ݔ ൑ 1 

 
For െ1 ൑ ݔ ൏ ݕ ,0 ൌ ݕ ,is negative ݔ ൌ sinିଵ  is also negative, so ݔ
ݔ sinିଵ  .must be positive ݔ
For 0 ൏ ݔ ൑ ݕ ,1 ൌ ݕ ,is positive ݔ ൌ sinିଵ  is also positive, so ݔ
ݔ sinିଵ  .must be positive ݔ
For ݔ ൌ ݕ ,0 ൌ ݕ ,is zero ݔ ൌ sinିଵ ݔ is also zero, so ݔ sinିଵ  must be ݔ
zero. 
 

Range: 0 ൑ ݕ ൑
గ

ଶ
 

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Correct domain or 
range 

Q11 e) ii)  ݂ሺݔሻ ൌ ݔ sinିଵ  ݔ
݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൈ sinିଵሺെݔሻ 
݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൈ െsinିଵ  ݔ
݂ሺെݔሻ ൌ ݔ sinିଵ  ݔ
݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺെݔሻ 
∴ ݂ሺݔሻ is an even function 
 

1 Mark 
Correct solution 



Q11 e) iii) 

 
 

2 Marks 
Correct sketch 
 
1 Mark 
Sketch shows ݂ሺݔሻ is 
even with correct 
domain and range 

Q12 a) i)  ܲሺݔሻ ൌ ହݔ ൅ ସݔ6 ൅ ଷݔ16 ൅ ଶݔ32 ൅ ݔ48 ൅ 32 
ܲᇱሺݔሻ ൌ ସݔ5 ൅ ଷݔ24 ൅ ଶݔ48 ൅ ݔ64 ൅ 48	
ܲᇱᇱሺݔሻ ൌ ଷݔ20 ൅ ଶݔ72 ൅ ݔ96 ൅ 64	
 
ܲᇱᇱሺെ2ሻ ൌ 20ሺെ2ሻଷ ൅ 72ሺെ2ሻଶ ൅ 96ሺെ2ሻ ൅ 64	
ܲᇱᇱሺെ2ሻ ൌ 0	
 
ܲᇱሺെ2ሻ ൌ 5ሺെ2ሻସ ൅ 24ሺെ2ሻଷ ൅ 48ሺെ2ሻଶ ൅ 64ሺെ2ሻ ൅ 48 
ܲᇱሺെ2ሻ ൌ 0 
 

ܲሺെ2ሻ ൌ ሺെ2ሻହ ൅ 6ሺെ2ሻସ ൅ 16ሺെ2ሻଷ ൅ 32ሺെ2ሻଶ ൅ 48ሺെ2ሻ ൅ 32 
ܲሺെ2ሻ ൌ 0 
 
∴ ݔ ൌ െ2 is a root of multiplicity 3. 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Show that ܲᇱᇱሺെ2ሻ ൌ 0 

Q12 a) ii)  Roots of ܲሺݔሻ are ߙ,  െ2		െ2,	െ2,  ,ߚ
 
Sum of roots: 
ߙ ൅ ߚ ൅ ሺെ2ሻ ൅ ሺെ2ሻ ൅ ሺെ2ሻ ൌ െ6 
ߙ ൅ ߚ ൌ 0 
 
Product of roots: 
ߚߙ ൈ ሺെ2ሻଷ ൌ െ32 
ߚߙ ൌ 4 
 
Let ߙ and ߚ are the solutions to ݔଶ െ ሺߙ ൅ ݔሻߚ ൅ ߚߙ ൌ 0 
ଶݔ ൅ 4 ൌ 0	
ݔ ൌ േ2݅ 
 
∴ ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ ൅ 2ሻଷሺݔ െ 2݅ሻሺݔ ൅ 2݅ሻ 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds product and sum 
of remaining two roots 

Q12 b)  ݐ ൌ tan
ݔ
2
	

ݐ݀
ݔ݀

ൌ
1
2
secଶ

ݔ
2
	

ݐ݀
ݔ݀

ൌ
1
2
ቀ1 ൅ tanଶ

ݔ
2
ቁ 

ݐ݀
ݔ݀

ൌ
1
2
ሺ1 ൅ 	ଶሻݐ

ݔ݀ ൌ
ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

 

 

ݔ ൌ
ߨ
2
ݐ			, ൌ 1 

ݔ ൌ ݐ			,0 ൌ 0 
 

sin ݔ ൌ
ݐ2

1 ൅ ଶݐ
 

 
 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Finds a correct primitive 
 
1 Mark 
Attempts to obtain an 
integral in terms of ݐ 



න
ݔ݀

2 ൅ sin ݔ

గ
ଶ

଴
 

ൌ න
1

2 ൅
ݐ2

1 ൅ ଶݐ
ൈ

ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

ଵ

଴
 

ൌ න
1 ൅ ଶݐ

2 ൅ ଶݐ2 ൅ ݐ2
ൈ

ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

ଵ

଴
 

ൌ න
ݐ݀

ଶݐ ൅ ݐ ൅ 1

ଵ

଴
	

ൌ න
ݐ݀

ଶݐ ൅ ݐ ൅
1
4 ൅

3
4

ଵ

଴
 

ൌ න
ݐ݀

ቀݐ ൅ 1
2ቁ

ଶ
൅ ቆ√32 ቇ

ଶ

ଵ

଴
	

ൌ ൦
2

√3
tanିଵ ൮

ݐ ൅
1
2

√3
2

൲൪

଴

ଵ

 

ൌ ൤
2

√3
tanିଵ ൬

ݐ2 ൅ 1

√3
൰൨
଴

ଵ

 

ൌ
2

√3
tanିଵ ൬

2 ൈ 1 ൅ 1

√3
൰ െ

2

√3
tanିଵ ൬

2 ൈ 0 ൅ 1

√3
൰ 

ൌ
2

√3
tanିଵ √3 െ

2

√3
tanିଵ ൬

1

√3
൰ 

ൌ
2

√3
ൈ
ߨ
3
െ

2

√3
ൈ
ߨ
6
 

ൌ
ߨ

3√3
	

ൌ
ߨ3√
9

 

 

Q12 c) i)  ݕ ൌ ݂ሺ|ݔ|ሻ 
 

 
 

2 Marks 
Correct sketch 
 
1 Mark 
Recognises reflection 
along the ݕ‐axis 

Q12 c) ii) 
ݕ ൌ

1
݂ሺݔሻ

 

 

 
 

2 Marks 
Correct sketch 
 
1 Mark 
Recognises and labels 
the asymptote  
 



Q12 c) iii)  ݕ ൌ 	 ሾ݂ሺݔሻሿଶ 
 

 
 
 

2 Marks 
Correct sketch 
 
1 Mark 
Correct key points 
shown  
 

Q12 c) iv)  ଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ 
 

 
 
 

2 Marks 
Correct sketch 
 
1 Mark 
Correct key points 
shown  
 

Q13 a) i)  ଷݔ െ ݔ5 ൅ 25 ൌ 0 
Let ݔ ൌ െߙ 
ߙ ൌ െݔ 
 
ሺെݔሻଷ െ 5ሺെݔሻ ൅ 25 ൌ 0	
െݔଷ ൅ ݔ5 ൅ 25 ൌ 0	
ଷݔ െ ݔ5 െ 25 ൌ 0 
 
 

1 Mark 
Correct solution 

Q13 a) ii)  ଷݔ െ ݔ5 ൅ 25 ൌ 0 
Let ݔ ൌ  ଶߙ
ߙ ൌ േ√ݔ 
 

൫േ√ݔ൯
ଷ
െ 5൫േ√ݔ൯ ൅ 25 ൌ 0	

േ√ݔሺݔ െ 5ሻ ൌ െ25	
ݔሺݔ െ 5ሻଶ ൌ 625	
ଶݔሺݔ െ ݔ10 ൅ 25ሻ ൌ 625	
ଷݔ െ ଶݔ10 ൅ ݔ25 െ 625 ൌ 0 
 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Recognises the 
relationships of the 
roots and makes the 
correct substitution  
 



Q13 a) iii)  ଷݔ െ ݔ5 ൅ 25 ൌ 0 
ଷߙ െ ߙ5 ൅ 25 ൌ 0     (1) 
ଷߚ െ ߚ5 ൅ 25 ൌ 0     (2) 
ଷߛ െ ߛ5 ൅ 25 ൌ 0     (3) 
 
(1) ൅ (2) ൅ (3) 
ଷߙ ൅ ଷߚ ൅ ଷߛ െ 5ሺߙ ൅ ߚ ൅ ሻߛ ൅ 25 ൈ 3 ൌ 0	
ଷߙ ൅ ଷߚ ൅ ଷߛ ൌ 5ሺߙ ൅ ߚ ൅ ሻߛ െ 75 
ଷߙ ൅ ଷߚ ൅ ଷߛ ൌ െ75 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Recognises the 
relationships of the 
roots and makes the 
correct substitution  
 

Q13 b)  ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሺ7 ൅ 5݅ሻ െ ሺ1 ൅ 3݅ሻ	
ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ 6 ൅ 2݅ 
 

ܱܲሬሬሬሬሬԦ ൌ 6 ൅ 2݅  
ܱܳሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ܱ݅ܲሬሬሬሬሬԦ	
ܱܳሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ݅ሺ6 ൅ 2݅ሻ 
ܱܳሬሬሬሬሬሬԦ ൌ െ2 ൅ 6݅ 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds the complex 
number that represent 
ܲ 
 

Q13 c) i) 

ቌܯ
݌ܿ ൅ ݍܿ

2
,			

ܿ
݌ ൅

ܿ
ݍ

2
ቍ	

ܯ ൭
ܿ
2
ሺ݌ ൅ 			,ሻݍ

ܿ
2
൬
݌ ൅ ݍ
ݍ݌

൰൱ 

 

݉ைெ ൌ

ܿ
2 ቀ
݌ ൅ ݍ
ݍ݌ ቁ െ 0

ܿ
2 ሺ݌ ൅ ሻݍ െ 0

 

݉ைெ ൌ
1
ݍ݌

 

 
݉ெ஺ ൌ ݉௉ொ	

݉ெ஺ ൌ

ܿ
݌ െ

ܿ
ݍ

݌ܿ െ ݍܿ
 

݉ெ஺ ൌ

ݍ െ ݌
ݍ݌
݌ െ ݍ

 

݉ெ஺ ൌ െ
1
ݍ݌

 

 

െ1 ൈ݉ெ஺ ൌ
1
ݍ݌
	

 
∴ ݉ைெ ൌ െ1 ൈ݉ைெ 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds the gradient of 
 ܣܯ or ܯܱ
 

Q13 c) ii)  tan∠ܣܱܯ ൌ ݉ைெ 

tan∠ܣܱܯ ൌ
1
ݍ݌

 

 
tan∠ݔܣܯ ൌ ݉ெ஺ 

tan∠ݔܣܯ ൌ െ
1
ݍ݌

 

	
ݔܣܯ∠ ൌ ߨ െ  ܣܱܯ∠
∴ ܱܣܯ∠ ൌ  ܣܱܯ∠
 
∴ ܯܱ ൌ  (equal sides opposite equal angles in a triangle) ܣܯ
 

1 Mark 
Correct solution 



Q13 c) iii)  Equation of ܱܯ 

ݕ ൌ
1
ݍ݌

 ݔ

  
	ܶ is the intersection point of ܱܯ and hyperbola ݕݔ ൌ ܿଶ 

ݔ ൈ
1
ݍ݌

ݔ ൌ ܿଶ	

ଶݔ ൌ ܿଶݍ݌	
ݔ ൌ ܿඥݍ݌ 
 
ݕ ൌ ܿଶିݔଵ	
ݕ݀
ݔ݀

ൌ െܿଶିݔଶ 

At ݔ ൌ ܿඥݍ݌ 
 
Gradient of tangent at ܶ 

்݉ ൌ
െܿଶ

൫ܿඥݍ݌൯
ଶ 

்݉ ൌ െ
1
ݍ݌

 

்݉ ൌ ݉௉ொ 

 
∴ tangent at ܶ is parallel to chord ܲܳ. 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Find the ݔ value of ܶ 

Q13 c) iv)  At ܶ 
ݔ ൌ ܿඥݍ݌ 

ݕ ൌ
ܿඥݍ݌

ݍ݌
 

 
Equation of tangent at ܶ  
 

ݕ െ
ܿඥݍ݌

ݍ݌
ൌ െ

1
ݍ݌

൫ݔ െ ܿඥݍ݌൯	

ݕݍ݌ െ ܿඥݍ݌ ൌ െݔ ൅ 	ܿඥݍ݌	
ݔ ൅ ݕݍ݌ െ 2ܿඥݍ݌ ൌ 0 
 
At ܴ, ݕ ൌ 0 
ݔ ൌ 2ܿඥݍ݌ 
ܴ൫2ܿඥݍ݌, 0൯ 
 
At ܵ, ݔ ൌ 0 
ݕݍ݌ െ 2ܿඥݍ݌ ൌ 0	

ݕ ൌ
2ܿඥݍ݌

ݍ݌
 

ܵ ቆ0,
2ܿඥݍ݌

ݍ݌
ቇ 

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds the equation of 
tangent at ܶ 

Q13 c) v) 
ܣ ൌ

1
2
ൈ ܱܴ ൈ ܱܵ 

ܣ ൌ
1
2
ൈ 2ܿඥݍ݌ ൈ

2ܿඥݍ݌

ݍ݌
 

ܣ ൌ 2ܿଶ 
 
∴ Area of triangle ܱܴܵ is a constant since ܿ is a constant. 
 

1 Mark 
Correct solution 



Q14 a) i) 

 
ሻݔሺܣ ൌ ሺ4ߨ2 െ  ݕሻݔ
 

ඥݕ ൌ 2 െ 	ݔ√

ݕ ൌ ൫2 െ ൯ݔ√
ଶ
 

 
∆ܸ ൌ ሺ4ߨ2 െ  ݔ∆ݕሻݔ

∆ܸ ൌ ሺ4ߨ2 െ ሻ൫2ݔ െ ൯ݔ√
ଶ
 ݔ∆

 

ܸ ൌ නߨ2 ሺ4 െ ሻ൫2ݔ െ ൯ݔ√
ଶ
ݔ݀

ସ

଴
 

ܸ ൌ නߨ2 ሺ4 െ ሻ൫4ݔ െ ݔ√4 ൅ ݔ൯݀ݔ
ସ

଴
 

ܸ ൌ නߨ2 ൫16 െ ݔ√16 ൅ ݔ4 െ ݔ4 ൅ ݔ√ݔ4 െ ݔଶ൯݀ݔ
ସ

଴
 

ܸ ൌ නߨ2 ൫16 െ ݔ√16 ൅ ݔ√ݔ4 െ ݔଶ൯݀ݔ
ସ

଴
 

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds the correct area in 
terms of ݔ 

Q14 a) ii) 
ܸ ൌ නߨ2 ൫16 െ ݔ√16 ൅ ݔ√ݔ4 െ ݔଶ൯݀ݔ

ସ

଴
	

ܸ ൌ ߨ2 ቎16ݔ െ
ݔ16

ଷ
ଶ

3
2

൅
ݔ4

ହ
ଶ

5
2

െ
ଷݔ

3
቏

଴

ସ

	

ܸ ൌ ߨ2 ቎ቌ16 ൈ 4 െ
16 ൈ 4

ଷ
ଶ

3
2

൅
4 ൈ 4

ହ
ଶ

5
2

െ
4ଷ

3
ቍ െ 0቏	

ܸ ൌ ߨ2 ൬
128
15

൰	

ܸ ൌ
ߨ256
15

 ଷݏݐ݅݊ݑ	

 

1 Mark 
Correct solution 
 

Q14 b) 

 
ଶݔ16 ൅ ଶݕ49 ൌ 784	
ଶݔ

49
൅
ଶݕ

16
ൌ 1 

 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Makes significant 
progress in finding the 
volume 
 
1 Mark 
Finds the correct cross 
sectional area 
 



 
Cross‐sectional area 

ܣ ൌ
1
2
ൈ ݕ2 ൈ ݕ2 ൈ sin 60°	

ܣ ൌ  ଶݕ3√
∆ܸ ൌ  ݔ∆ଶݕ3√

∆ܸ ൌ √3 ൈ 16ቆ1 െ
ଶݔ

49
ቇ∆ݔ 

 

ܸ ൌ 16√3න ቆ1 െ
ଶݔ

49
ቇ݀ݔ

଻

ି଻
 

ܸ ൌ 16√3 ቈݔ െ
ଷݔ

147
቉
ି଻

଻

	

ܸ ൌ 16√3 ൥ቆ7 െ
7ଷ

147
ቇ െ ൭ሺെ7ሻ െ

ሺെ7ሻଷ

147
൱൩	

ܸ ൌ 16√3 ൈ
28
3
	

ܸ ൌ
448√3
3

 ଷݏݐ݅݊ݑ	

 

Q14 c) i)  If ܵ and ܶ denote the sets ‘students and ‘teachers’ respectively, and 
ଵܲ, ଶܲ are the parents, then all the possible arrangements are shown 
below. 

 
There are 5! ways of arranging the students and 4! ways of arranging 
the teachers. So the total number of arrangements of the 11 
members is 2 ൈ 5! ൈ 4! ൌ 5760. 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Recognises the 
arrangement of 
students and teachers 
 

Q14 c) ii)  Let ܵ஼  be the related student. They could be related to either  ଵܲ or  ଶܲ.  
Let ܵ௥ denote the remaining set of students and ܶ be the set of 
teachers. Then the possible arrangements are shown below. 

  
There are 4! Ways of arranging the students ܵ௥ and 4! Ways of 
arranging the teachers ܶ. Thus the number of arrangements of the 11 
members is 2 ൈ 4! ൈ 4! ൌ 1152 
Hence the probability of this pair of people sit together is: 
1152
5760

ൌ
1
5
 

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds the correct 
number of 
arrangements 



Q14 d) i) 
൬√ݔ െ

1

ݔ√
൰
ଶ

ൌ ݔ െ 2 ൅
1
ݔ
 

൬√ݔ െ
1

ݔ√
൰
ଶ

൒ 0 

ݔ െ 2 ൅
1
ݔ
൒ 0	

ݔ ൅
1
ݔ
൒ 2 

 
Hence the sum of a positive number and its reciprocal is never less 
than 2. 
 
If ݔ ൌ 1, then  

ݔ ൅
1
ݔ
ൌ 2 

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 

Deduce ݔ ൅
ଵ

௫
൒ 2 

 

Q14 d) ii) 
ሺܽ ൅ ܾሻ ൬

1
ܽ
൅
1
ܾ
൰ ൌ

ܽ
ܾ
൅
ܾ
ܽ
൅ 2 

 

ܣ	ݐ݁ܮ ൌ
ܽ
ܾ
	

1
ܣ
ൌ
ܾ
ܽ
 

 
Using Part i) 

ܣ ൅
1
ܣ
൒ 2 

ܽ
ܾ
൅
ܾ
ܽ
൒ 2 

ܽ
ܾ
൅
ܾ
ܽ
൅ 2 ൒ 4 

 

∴ ሺܽ ൅ ܾሻ ൬
1
ܽ
൅
1
ܾ
൰ ൒ 4 

 
Hence the minimum value is 4 and this minimum value occurs when 
ܽ ൌ ܾ. 
 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Show that the minimum 
value is 4 
 
1 Mark 
Shows  
ܽ
ܾ
൅
ܾ
ܽ
൒ 2 

 

Q15 a) i)  ݒ ൌ 10ඥ4 െ 	ଶݔ

ݒ ൌ 10ሺ4 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ	

 

ሷݔ ൌ ݒ
ݒ݀
ݔ݀

ൌ 10ሺ4 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ ൈ 10 ൈ

1
2
ൈ െ2ݔ ൈ ሺ4 െ ଶሻିݔ

ଵ
ଶ 

ሷݔ ൌ െ100ݔ 
 
Or  
 

1
2
ଶݒ ൌ

1
2
ൈ ൬10ሺ4 െ ଶሻݔ

ଵ
ଶ൰

ଶ

	

1
2
ଶݒ ൌ 50ሺ4 െ  ଶሻݔ

݀
ݔ݀

൬
1
2
ଶ൰ݒ ൌ 50 ൈ െ2ݔ	

݀
ݔ݀

൬
1
2
ଶ൰ݒ ൌ െ100ݔ 

 
ܨ ൌ ሷݔ݉ 	
ܨ ൌ െ300ݔ 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Expresses acceleration 
in terms of 
displacement 



Q15 a) ii) 
ݒ ൌ

ݔ݀
ݐ݀

ൌ 10ሺ4 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ	 

 
ݐ݀
ݔ݀

ൌ
1

10ሺ4 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ	
 

ݐ ൌ න
1

10ሺ4 െ ଶሻݔ
ଵ
ଶ	
 ݔ݀

ݐ ൌ
1
10

න
1

√4 െ 	ଶݔ
 	ݔ݀

ݐ ൌ
1
10

sinିଵ
ݔ
2
൅  ܥ

 
When ݔ ൌ ݐ ,2 ൌ 0 

0 ൌ
1
10

sinିଵ
2
2
൅ 	ܥ

ܥ ൌ െ
ߨ
20

 

 
 

ݐ ൌ
1
10

sinିଵ
ݔ
2
െ
ߨ
20

 

ݐ ൅
ߨ
20

ൌ
1
10

sinିଵ
ݔ
2
	

ݐ10 ൅
ߨ
2
ൌ sinିଵ

ݔ
2
	

ݔ
2
ൌ sin ቀ10ݐ ൅

ߨ
2
ቁ	

∴ ݔ ൌ 2 sin ቀ10ݐ ൅
ߨ
2
ቁ 

 
 

3  Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Finds the correct value 
of ܥ 
 
1 Mark 
Expresses ݐ as a 
primitive function in 
terms of ݔ  
 

Q15 b) i)  Take ܱ as the point of release of the particle ܲ. Take motion 
downwards as positive. There are two forces acting on ܲ: its weight 
force acting downwards and its resistance of ݉݇ݒ acting upwards. 
 

 
 
ܨ ൌ ݉݃ െ݉݇ݒ 
ሷݔ݉ ൌ ݉݃ െ݉݇ݒ	
ሷݔ ൌ ݃ െ 	ݒ݇
 
 

1 Mark 
Correct solution 

Q15 b) ii)  ݒ݀
ݐ݀

ൌ ݃ െ 	ݒ݇

ݐ݀
ݒ݀

ൌ
1

݃ െ ݒ݇
 

 

ݐ ൌ න
1

݃ െ ݒ݇
 ݒ݀

ݐ ൌ െ
1
݇
lnሺ݃ െ ሻݒ݇ ൅  ܥ

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Find the primitive 
function of ݐ in terms of 
 with correct constant ݒ
value 
 



ݐ ൌ 0, ݒ ൌ 0 

0 ൌ െ
1
݇
ln ݃ ൅ 	ܥ

ܥ ൌ
1
݇
ln ݃ 

 

ݐ ൌ െ
1
݇
lnሺ݃ െ ሻݒ݇ ൅

1
݇
ln ݃	

ݐ ൌ
1
݇
ln ൬

݃
݃ െ ݒ݇

൰	

ݐ݇ ൌ ln ൬
݃

݃ െ ݒ݇
൰	

݁௞௧ ൌ
݃

݃ െ ݒ݇
	

 
 
݃ െ ݒ݇
݃

ൌ
1
݁௞௧

 

݃ െ ݒ݇ ൌ ݃݁ି௞௧	
െ݇ݒ ൌ 	݃݁ି௞௧ െ ݃	
ݒ݇ ൌ ݃൫1 െ ݁ି௞௧൯ 

ݒ ൌ
݃
݇
൫1 െ ݁ି௞௧൯ 

 
 

Q15 b) iii)  ݐ → ∞, ݁ି௞௧ → 0 
 

ݒ →
݃
݇
ሺ1 െ 0ሻ 

ݒ →
݃
݇
 

 
 

1 Mark 
Correct solution 

Q15 b) iv)  ݔ݀
ݐ݀

ൌ
݃
݇
൫1 െ ݁ି௞௧൯	

 

ݔ ൌ
݃
݇
න൫1 െ ݁ି௞௧൯  ݐ݀

ݔ ൌ
݃
݇
൤ݐ ൅

1
݇
݁ି௞௧൨ ൅  ܥ

 
ݐ ൌ 0, ݔ ൌ 0 

0 ൌ
݃
݇
൤0 ൅

1
݇
݁଴൨ ൅ 	ܥ

ܥ ൌ െ
݃
݇ଶ

 

 

ݔ ൌ
݃
݇
൤ݐ ൅

1
݇
݁ି௞௧൨ െ

݃
݇ଶ

 

ݔ ൌ
݃
݇
൬ݐ ൅

1
݇
݁ି௞௧ െ

1
݇
൰ 

 
 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Find the primitive 
function  
 

Q15 c) i) 
ଶ௡ାଵܫ ൌ න ଶ௡ାଵ݁௫ݔ

మ
ݔ݀

ଵ

଴
 

 

ݑ ൌ ᇱݒ																													ଶ௡ݔ ൌ ௫݁ݔ
మ
	

ᇱݑ ൌ ݒ																			ଶ௡ିଵݔ2݊ ൌ
1
2
݁௫

మ
 

 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Applies integration by 
parts correctly 
 
 



ଶ௡ାଵܫ ൌ න ଶ௡ݔ ൈ ௫݁ݔ
మ
ݔ݀

ଵ

଴
	

ଶ௡ାଵܫ ൌ ൤ݔଶ௡ ൈ
1
2
݁௫

మ
൨
଴

ଵ

െ න ଶ௡ିଵݔ2݊ ൈ
ଵ

଴

1
2
݁௫

మ
 ݔ݀

ଶ௡ାଵܫ ൌ ൤൬1ଶ௡ ൈ
1
2
݁ଵ൰ െ 0൨ െ ݊න ଶ௡ିଵݔ

ଵ

଴
݁௫

మ
 ݔ݀

ଶ௡ାଵܫ ൌ
1
2
݁ െ  ଶ௡ିଵܫ݊

 
 

1 Mark 
Correctly identifies ݑ 
and ݒ′ and finds 
corresponding ݑ′ and ݒ 

Q15 c) ii) 
ଷܫ ൌ න ଷ݁௫ݔ

మ
ݔ݀

ଵ

଴
	

ଷܫ ൌ
1
2
݁ െ 1 ൈ  ଵܫ

 

ଵܫ ൌ න ௫݁ݔ
మ
ݔ݀

ଵ

଴
	

ଵܫ ൌ ൤
1
2
݁௫

మ
൨
଴

ଵ

 

ଵܫ ൌ ൤
1
2
݁ଵ െ

1
2
݁଴൨

଴

ଵ

 

ଵܫ ൌ
1
2
ሺ݁ െ 1ሻ 

 

ଷܫ ൌ
1
2
݁ െ 1 ൈ

1
2
ሺ݁ െ 1ሻ 

ଷܫ ൌ
1
2
 

 

1 Marks 
Correct solution 

Q16 a) i)  ௡ݑ ൌ ௡ିଵݑ ൅ 	௡ିଶݑ
ଷݑ ൌ ଶݑ ൅  ଵݑ
ଶݑ ൌ ଷݑ െ  ଵݑ
 
ଶݑଵݑ ൅ 	ଷݑଶݑ
ൌ ଵݑଶሺݑ ൅  ଷሻݑ
ൌ ሺݑଷ െ ଷݑଵሻሺݑ ൅  ଵሻݑ
ൌ ଷଶݑ െ  ଵଶݑ
 

1 Mark 
Correct solution 

Q16 a) ii)  ଶݑଵݑ ൅ ଷݑଶݑ ൅ ସݑଷݑ ൅ ⋯൅ ଶ௡ݑଶ௡ିଵݑ ൅ ଶ௡ାଵݑଶ௡ݑ ൌ ଶ௡ାଵଶݑ െ  ଵଶݑ
 
1. Prove statement is true for ݊ ൌ 1 
ܵܪܮ ൌ ଶݑଵݑ ൅  ଷݑଶݑ
ܵܪܴ ൌ ଶൈଵାଵଶݑ െ  ଵଶݑ
ܵܪܴ ൌ ଷଶݑ െ  ଵଶݑ
ଶݑଵݑ ൅ ଷݑଶݑ ൌ ଷଶݑ െ  (ଵଶ (proven in part i)ݑ
ܵܪܮ ൌ  ܵܪܴ
∴ statement is true for ݊ ൌ 1 
 
2. Assume statement is true for ݊ ൌ ݇ 
ଶݑଵݑ ൅ ଷݑଶݑ ൅ ସݑଷݑ ൅ ⋯൅ ଶ௞ݑଶ௞ିଵݑ ൅ ଶ௞ାଵݑଶ௞ݑ ൌ ଶ௞ାଵଶݑ െ  ଵଶݑ
 
3. Prove statement is true for ݊ ൌ ݇ ൅ 1 
i.e. ሺݑଵݑଶ ൅ ଷݑଶݑ ൅ ସݑଷݑ ൅ ⋯൅ ଶ௞ݑଶ௞ିଵݑ ൅ ଶ௞ାଵሻݑଶ௞ݑ ൅
ଶ௞ାଶݑଶ௞ାଵݑ ൅ ଶ௞ାଷݑଶ௞ାଶݑ ൌ ଶ௞ାଷଶݑ െ  ଵଶݑ
 
ܵܪܮ ൌ ሺݑଵݑଶ ൅ ଷݑଶݑ ൅ ସݑଷݑ ൅⋯൅ ଶ௞ݑଶ௞ିଵݑ ൅ ଶ௞ାଵሻݑଶ௞ݑ

൅ ଶ௞ାଶݑଶ௞ାଵݑ ൅  ଶ௞ାଷݑଶ௞ାଶݑ
ܵܪܮ ൌ ଶ௞ାଵଶݑ െ ଵଶݑ ൅ ଶ௞ାଵݑଶ௞ାଶሺݑ ൅  ଶ௞ାଷሻ      (from step 2)ݑ

4 Marks 
Correct solution 
 
3 Marks 
Makes significant 
progress in the body of 
proof 
 
2 Marks 
Correct ݇ ൅ 1 
statement 
 
1 Mark 
Prove initial statement 
is true 
 



Since ݑ௡ ൌ ௡ିଵݑ ൅  ௡ିଶݑ
ଶ௞ାଷݑ ൌ ଶ௞ାଶݑ ൅ 	ଶ௞ାଵݑ
ଶ௞ାଶݑ ൌ ଶ௞ାଷݑ െ  ଶ௞ାଵݑ
 
ܵܪܮ ൌ ଶ௞ାଵଶݑ െ ଵଶݑ ൅ ሺݑଶ௞ାଷ െ ଶ௞ାଷݑଶ௞ାଵሻሺݑ ൅  ଶ௞ାଵሻݑ
ܵܪܮ ൌ ଶ௞ାଵଶݑ െ ଵଶݑ ൅ ଶ௞ାଷଶݑ െ  ଶ௞ାଵଶݑ
ܵܪܮ ൌ ଶ௞ାଷଶݑ െ 	ଵଶݑ
ܵܪܮ ൌ  ܵܪܴ
 
∴ statement is true by mathematical induction for all ݊ ൒ 1 
 
 

Q16 b) i) 

 
 
ܦܣܥ∠ ൌ  (Alternate segment theorem) ܥܤܣ∠
ܥܤܣ∠ ൌ ܦܧ ,corresponding angles are equal) ܦܨܣ∠ ∥  (ܥܤ
ܦܣ ൌ  (tangents from an external point are equal in length) ܦܥ
ܦܣܥ∠ ൌ  (are equal ܦܥܣ∆ angles opposite equal sides of) ܦܥܣ∠
∴ ܦܨܣ∠ ൌ  ܦܥܣ∠
 
Since angles in the same segment are equal 
∴  is a cyclic quadrilateral ܦܥܨܣ
 
 

2 Marks  
Correct solution 
 
1 Mark 
Makes significant 
progress 
 
 

Q16 b) ii)  Join ܣܪ 

 
 
Since ܦܥܨܣ is a cyclic quadrilateral 
ܥܣܦ∠ ൌ  (angles in the same segment are equal) ܥܨܦ∠
ܤܥܨ∠ ൌ ܦܧ ,alternate angles are equal) ܥܨܦ∠ ∥  (ܥܤ
Since ∠ܥܤܨ ൌ ܦܣܥ∠ proven above that) ܤܥܨ∠ ൌ  (ܥܤܣ∠
∴   is an isosceles triangle ܥܤܨ∆
 
ܤܣܪ∠ ൌ  (angles in the same segment) ܤܥܪ∠
ܥܪܣ∠ ൌ  (angles in the same segment) ܥܤܣ∠
∴  (equiangular) ܤܨܥ∆|||ܣܨܪ∆
∴  is also an isosceles triangle ܣܨܪ∆
∴ ܨܪ ൌ  (equal sides of isosceles triangle) ܨܣ
 
 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 
Shows ∆ܤܨܥ∆|||ܣܨܪ	 
 
1 Marks 
Shows ∠ܥܤܨ ൌ  ܤܥܨ∠
 
 



Q16 c) i)  ݔ8 ൅ ݕ4 ൌ  ߨ

ݕ ൌ
ߨ
4
െ  ݔ2

 

tan ݕ ൌ tan ቀ
ߨ
4
െ  ቁݔ2

tan ݕ ൌ
tan

ߨ
4 െ tan ݔ2

1 ൅ tan
ߨ
4 tan ݔ2

 

tan ݕ ൌ
1 െ tan ݔ2
1 ൅ tan ݔ2

 

tan ݕ ൌ
1 െ

2 tan ݔ
1 െ tanଶ ݔ

1 ൅
2 tan ݔ

1 െ tanଶ ݔ

 

tan ݕ ൌ

1 െ tanଶ ݔ െ 2 tan ݔ
1 െ tanଶ ݔ

1 െ tanଶ ݔ ൅ 2 tan ݔ
1 െ tanଶ ݔ

 

tan ݕ ൌ
1 െ tanଶ ݔ െ 2 tan ݔ
1 െ tanଶ ݔ ൅ 2 tan ݔ

 

 

2 Marks 
Correct solution 
 
1 Mark 
Finds 

tan ݕ ൌ
1 െ tan ݔ2
1 ൅ tan ݔ2

 

Q16 c) ii)  If ݕ ൌ 0 

0 ൌ
ߨ
4
െ  ݔ2

ݔ ൌ
ߨ
8
 

 

tan 0 ൌ
1 െ tanଶ

ߨ
8 െ 2 tan

ߨ
8

1 െ tanଶ
ߨ
8 ൅ 2 tan

ߨ
8
 

1 െ tanଶ
ߨ
8
െ 2 tan

ߨ
8
ൌ 0 

 

Let ݐ ൌ tan
గ

଼
 

 
1 െ ଶݐ െ ݐ2 ൌ 0	
ଶݐ ൅ ݐ2 െ 1 ൌ 0 
 

∴ tan
గ

଼
 must a root of of ݐଶ ൅ ݐ2 െ 1 ൌ 0 

 

ݐ ൌ
െ2 േ ඥ2ଶ െ 4 ൈ 1 ൈ ሺെ1ሻ

2 ൈ 1
	

ݐ ൌ
െ2 േ √8

2
 

ݐ ൌ െ1 േ √2	
 

tan
ߨ
8
൐ 0	

 

∴ tan
ߨ
8
ൌ െ1 ൅ √2 

 
 
 

3 Marks 
Correct solution 
 
2 Marks 

Deduce tan
గ

଼
 is a root 

and finds the values of ݐ 
 
1 Mark 

Deduce tan
గ

଼
 is a root of 

the equation 
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